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ABSTRAK 
Aliran Ouidn di permuknan bebas sckarang ini telah menjadi tema utama dari 
pcnclitian di bidang teknik hidrolika. Untuk itu dipandang pcrlu dilakukan pcnclitian untuk 
men~ek~ikan pcnnasalahan aliran Ouida di permukaan bcbas. khususnya aliran fluida 
diatas suatu pcnghalang dalam suatu kanal yang dipcngaruhi oleh gravitasi bumi dan 
tegangan pcrmukaan. 
Dalam mcn}clesaikan pcrmasalahan aliran fluida tersebut digunakan suatu metodc 
numerik yang disebut rnctode integral batas atau Boundary Integral Technic (811). 
Kcmudian dari ha;,if pen}clcsaian tersebut dilakukan analisa konvcrgensi. stabil itas dan 
estimasi kcsalahan dari aliran flu ida diatas. 
Kata kuncl : metotle /meg rot hafll.;· 
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1. 1. Latar Bclakang 
OAB I 
PENDAUULUAN 
Alimn fluida di pcnnukaan bcbas sekarang ini telah menjadi tema utama dari 
penelitian di bidang tel..nil.. hidrolika. Hal ini karena ada bebarapa contoh - contoh yang 
penting dimana aliran di pcnnukaan bebas muncul pada masalah - masalah ketekni;,an 
praktis. misaln)a aliran pada pancaran bcbas (free jet<;). aliran berlapis (stratitied flow). 
a I iran yang terjadi pada limpahan di pintu air (sluice gate spillways) dan aliran yang tcrjadi 
diatas bentttk dasar kunal yang scbarang (curved ,olid boundaries). 
Untuk mcnyelcsaikan masalah aliran fluida di pennukaan bebas ini sudah banyak 
metode numcrik yang di kcmbangkan, misalnya metode beda hingga (finite di fference 
method). mctode elemcn hingga (fi nite element method) dan metode elemen batas 
(boundary element method). Sebagai contoh pcnclitian numcrik yang menggunakan metode 
bcda-hingga telah di lakukan olch Southwell dan Vaisey ( 1946) untuk memperoleh 
penyelesaian dari alirun llu ida pada air tcrjun dan dibawah pintu air. Kemudian untu]... 
mcncari penyelec;aian dari masalah aliran flu ida di bawah pimu air dapat di lihat di penelitian 
yang telah dilal..ul..:m olch Chan. Larock dan Hennann (1973). Voroglu dan Finn (1978). 
Ben~ ( 1979) dan Ai!chson ( 1979). Scdangkan penerapan metode elemen batas pada 
pem1asalahan aliran lluida dipennukaan bcbas dapat dilihat pada paper yang tclah dituli> 
oleh Wen dan Ingham ( 1991 ). sehingga dalam lebih dari tiga dekade terakhir 
pengembangan dinamika lluida komputasi oleh peneliti - peneliti dari bidang tekn ik. fisika 
dan matcmatika Lelah mampu mcnghasikan prcdiksi tcntang pcrilaku aliran fluida di 
permukaan bebas. Karcna itu, studi tcntang aliran lluida di pennukaan bebas menjadi sangat 
pent in g. 
Namun mctodc - rnctode numerik yang dikembangkan diatas membutuhkan memori 
}ang ban}ak di komputer sehingga menjadikan kerja komputer akan lambat. Lagi pula 
pcndekatan )ang digunakan pada metode - metode numerik diatas relatif J..asar )ang 
mcngakibatkan al..ura~i dari prcdibi tentang perilaku aliran fluida di pennukaan bcb:ll> 
relatif rendah. Lntuk itu dalam penelitian ini digunakan suatu metode numerik )ang lain 
dari metode - mctode numcrik diatas. yang disebut metode integral batas I Boundary 
Integral Technic (BIT). Sclanjumya dilakukan analisa konvergensi, stabilitas. dan estimasi 
kesalahan dari aplikasi BIT tcrscbut pada aliran tluida di pennukaan bebas diatas 
penghalang dalam suatu kana I. 
1.2. Pcrumusan Musulah 
Dari permasalahan yang tclah disebutkan diatas, rnaka da larn penelitian ini akan 
dikernbangkan penerapan dari metodc integral batas. Perumusan masa lahnya adalah: 
a. Pcngembangan model a I iran lluida di permukaan bebas diatas suatu penghalang da lam 
suatu kana I yang dipengnruhi oleh gravitasi bumi dan tegangan permukaan. 
b. Bagaimanakah konvcrgcnsi. stabilitas numerik dan akurasi dari metode integral batas 
tersebut dalam menyclcsaikan pennasalahan aliran fluida di pemlUkaan bcbas diatas 
suatu penghalang dalam ~uatu kana! yang dipengaruhi oleh gravitasi bumi dan tegangan 
permukaan? 
1.3. Tujuan dan Manraat l'enelitian 
Diharapkan dari pcnclitian ini bisa diperoleh suatu tujuan dan manfaat sebagai 
berikut : 
1. Tujuan Pcnclitian. 
Adapun tujuan umum dari penelitian ini adalah menerapkan metode integral bata> 
puda bidang hidrodinumiku. khususnya padu pennasalahan aliran tluida di permukaan bebas 
diatas pcnghalung da lam suotu kana I. 
2 
S~dangkan tujuan khusus penelitian ini adalah menganalisa konvcrgensi.stabilitas 
clan estima:.i kcsalahan uari aplikasi BIT pada ali ran tluida di permukaan bebas diatas suatu 
pcnghalang dalam suatu kanal yang dipengaruhi oleh gravitasi bumi dan tegangan 
pennukaan. 
2. Maofanl Pcnelitian. 
Ha>il dari pcnclitian ini adalah metode penyclcsaian altematif. yang hcmat memori 
komputer dan akura>in}a bagus. untuk mcnyelesaikan pennasalahan aliran tluida di 
pem1ukaan bcba~ yang ada di bidang hidrodinamika, khususnya aliran tluida di pennukaan 
bcbas diatas suatu pcnghalang dalam suatu kana I yang dipengaruhi oleh gravitasi burni dan 
t~gangan pcrmu~aan. Dcngan demikian, p~nelitian ini sangat menunjang pengcmbangan 
dari bidang matcmatika terapan yang sedang digalakkan saat ini. 
Pencl itian ini diharapkan juga mcmberi manfaat scbagai pi lihan alternatif yang 
menarik bagi peneliti lain untuk mclcngkapi metodc pcnyclesaian numerik yang sudah ada. 
1.4. Batasao M:tsalah dan Asu msi 
Uatasao masalah : 
a. nuidan)a: air 
b. Han) a d ipcngaruhi oleh tcgangan permukaan dan gravitasi bumi 
c. Oalam dimcn~i dua dcngan aliran pennul.aan yang tak mampu mampat .tak bcrputar. 
tunak dlH1 tal. l.cntal. 
Asumsi: 
Kec~:patan di hulu dun di hilir adalah unifonn (scragam). 
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sbb: 
Adapun pcnghalang bcrbentuk kurva lengkung mulus yang dapat digambarkan 
Gam bar I .I Bcntuk irisan mcmbujur dari pcnghalang benruk kurva 
lengkung mulus. 
1.5 Mctodologi Tu~:as Akbir 
Lang~ah-langkah dalam penulisan tugas akhir ini, adalah sebagai berikut : 
a. 1vlempclajmi liternturc-litcratur yang berkaitan dengan judul tugas akhir 
b. Mcnyusun modcl matcmatika dari permasalahan dengan menggunakan Boundary 
Integral Technic (BIT) 
c. Pengujian konvcrgcnsi. stabi litas. dan cstimasi kesalahan dari pcnyelesaian numcrik 
diatas dcngan 131T 
1.6 Sistematika Penulisun 
Dalam tugas al..hir ini sistcmatil..a penulisan adalah sebagai berikut : 
BABI PENDAIIULUA"' 
Bab ini mcnjelaskan tcmang ikhwal rugas akhir. yang meliputi Jatar bclakang . 
pcnnasalahan.tujuan.batasan masalah.metodologi tugas akhir dan sistematika 
pembahasan 
BAB II TINJAIJAN PUSTAKA 







PENYUSUNAN MODEL MATEMATIKA 
Bab ini nkan dibahas pcn)1lSUnan mooel matematika dari aliran tluida 
dipennuJ..aan bebas dimas penghalang dalam suatu kanal yang dipengaruhi 
olch gravitasi bumi dan tegangan pennukaan 
I>E. YEI.ESAIA UMERIK 
Pada bab ini akan diselesaikan persamaan integral batas non linier dari 
masalah aliran fluida pcnnukaan bebas diatas penghalang diba\\ah pcngaruh 
gr-Jvitasi bumi dan tegangan pennukaan dengan BIT 
KONVERGENSI. S I ABILITAS DAN ESTIMASI KESALAIIAN DARI 
PI.NYELF.SAIAN NUMF.RIK 
Pada ban ini dilakukan anal isa konvergensi .stabilitas dan estimasi kcsalafwn 
dari pcnyclcsaian ali ran nuida terscbut 
PF.NlJI'UP 




2.1. Tinjnuun Pustaka 
BAll II 
Tli'IJAUAN PuST AKA 
s~..:ara umum pcrsamaan gerak aliran Ouida di pennukaan bebas. stedi (tunal..) dan 
dua-dimensi adalah pcrsamaan Demoulli. sepeni yang telah dirumuskan oleh Lamb ( 1932) 
berikut ini: 
dengan syarat bnws : 
o<L> 
Oy 
D<l> dv -~ untuk Yr • y,(x) ox dx • 





dcngan <P adalah J..cccpatan potensial dan yr= y,- (x) adalah persamaan pennukaan bebas. 
Pcrsama:m yang dirumusJ..an olch Lamb ( 1932) tersebut adalah pengcmbangan dari 
pcnditian ~ang telah dilaJ..uJ..an oleh Kelvin. dimana Kelvin tenarik pada masalah bagaimana 
mcngg;~mbarkan pola dari gclombang stasioner yang dipcngaruhi oleh kenaikan dan 
penunman )ang berhingga dari da-ar suatu kanal. Perumusan dari Lamb tersebut selanjutnya 
digunakan olch Cokelct ( 1977) untuk menunjukkan bahwa penghalang yang bcrada pada 
dacrah gclombang sesungguhnya tcrdiri alas gclombang - gelombang yang memiliki tlux 
momentum dan total head )ang paling tinggi. Metode yang digunakan oleh Cokelet ( 1977) 
ini akurasinya rclatif rcndah karcna menggunakan metode beda hingga (Finite Difference 
Method). 
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Forbes dan Schwartz ( 1982) menggunakan mctode elemen hingga untuk 
mengemb~ngkan penelitian > ang telah dilaksanakan oleh Cokelet ( 1977) guna menganalisa 
bagaimana pcngaruhnya suaru pcnghalang di dasar kanal terhadap pem1Ukaan bcba>. 
Pcnghalang ini bcrbcmu~ >etengah ling~aran penuh. Setahun kemudian Forbes (1983) 
mengembangkann~a untuk mCn)clidiki pengaruh tcgangan perrnukaan terhadap perrnukaan 
bcbasn)a. Selanjutn)a. pada tahun 1985 Forbes meneliti aliran fluida tak mampu mampat 
yang rnclalui halangan )ang berbentuk separuh ellips dan aliran fluida )ang mclalui 
hidrofoil. Semua hasil yang dipcrolch olch Forbes dan Schwartz ( 1982) akurasinya juga 
relatif rendah dan mcmori komputcr yang digunakan cukup bcsar. 
Selanjutnya dcngan menggunakan mctode e lernen batas. Wen dan Ingham ( 1991) 
mengkonfirmasi bahwa ketiga pcnclitian yang telah di laksanakan olch Forbes ( 1982, 1983 
dan I !J85) adalah bcnar dun mcmori kornputer yang digunakan re latif scdikit dibandingkan 
dengan mctodc bcda hingga scrta akuras i perh itungannya rclatif lcbih bagus dengan metode 
clcmcn hingga. Namun. da lam ketiga pcnclitian yang telah di laksanakan olch Forbc~ tad i 
tidak ditemukan tiga daerah ali ran lluida yang berbeda. Kctiga daerah perbedllilll al iran 
tluida ini dijelaskan olch Wen dan Ingham (1991}. Oengan ditemukannya ketiga dacrah 
perbedaan aliran fluida ini ma~a m~mpermudah jalan bagi penelitian lanjutan untuk 
mcngidentilikasi aliran fluida di pcnnukaan bcbas. Hal ini ditunjukkan dengan adan~a 
penelitian )ang dila~..anakan olch \\'en dkk. (1997}. Widodo dkk. (1997) dan Widodo 
( 1998) )ang menggunakan rnetode integral batas. Dalam metode integral batas ini bcbcrapa 
perhitungan numcri~ digantikan dcngan pcnyelesaian analisis. sehingga hasil yang dipcrolch 
adalah cksak. Dampaknya adalah akurasi perhitungan cukup tinggi dan banyaknya memori 
komputer yang digunakan rclatif scdikit sckali. 
Karcna itu da lam usulan pcnelitian ini akan dikembangkan pcnclitian yang telah 
di laksanakan olch Wiuodo ( 1998) dcngan mcmpcrkcnalkan adanya pengaruh dari tegangan 
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pcrmukaan. gravitasi bumi. bentuk dasar kanal yang scbarang dan skema numerik dengan 
order akurasi yang lebih tinggi. 
2.2. Oasar Teori 
Alimn potcnsial dari alimn tluida ideal. dua-dimensi . lllk-berpular. tak-mampu-
mampat dan lal..-!..cnt.al dengan berm jenis konstan. memenuhi persamaan kontinuitas. ) ang 
didcfinisikan sebagai bcri!..ut : 
f}p - V• {pl; ) = O Ct - - (2.5) 
dimana t adalah 1\·aktu. yang pcnggunaannya mcmcnuhi konstanta yang diberikan olch 
(2.6) 
Persamaan (2.6) ini mcnyatakan adanya fungsi aliran '!' sebagai 
IJ.i.l • 'il • ('I'Ji) (2.7) 
dimana Ji adalah vcktor sotuan dalam arah % dan alimn flu ida dua-dimensi dalam bidang X. 
Y. Dcngan asumsi bahwa alirannya adalah dua-dimensi dan tak-berpular maka diperolch: 
(2.8) 
yang menyatakan adanya potcnsial kcccpatan <I>. sehingga: 
l. = Y<P. (2.9) 
Olch karena itu. dari Pcrsamaan (2.9) dan (2.7) diperoleh bahwa kccepatan lluida diberikan 
olch: 
u = (~. O<t> .o) (0'1'. cw .o). Dx fJ) i)y i);.. (2.10) 
l lal ini mcmcnuhi persamaan Cauchy-Riemann. yaitu : 
O<t> c'l' 
u = -=- dan 
f)x i)y 
0<1> 8'1' 
v = = - -
Oy !);.. (2. 1 J) 
uimana u dan v rnasing masing adalah komponcn dari kecepatan flu ida dalam arah sumbu 
X dan Y. 
Sclanjutn)a ditempatkan si>tem koordinat Cartesian X dan Y masing - masing 
dalam arah horiw ntal dan \Crtil..al. potensial kccepatan <I> dan fungsi aliran 'I'. :.erta 
komponen kecepatan u dan v masing masing dalam arah X dan Y. Sebagai pengganti dari 
dua variabcl riel adalah potcn•ial kompleks. kemudian ditransformasikan dacmh 
pcn)clesaian kc bidang fisis dengan memasukkan sebuah variabel kompleks. Sclanjutn) a 
dimasuki-an variabcl kompleks I. yang didefinisikan oleh : 
Z X + iY (2.12) 
dan potensial kompleks : 
r(l.) = <D + i'l'. (2. 13) 
Dari variabcl baru Y(Z} digunakan bcrsama-sama dcngan persamaan Cauchy-
Riemann untuk mcndupatkan komponen u dan v dalam syarat kecepatan kompleks. 
Andaikan Y ada lah suntu variabcl dalum bidang kompleks. Kemudian didefinisikan : 
fJ'( ar ox ar 
- =- - -az ax a1. ax (2. 14) 
dan 
ar ar av .or 
= 1- . az av oL av (2.15) 
Jadi dengan menggunakan Y diperoleh : 
or iH .iii 
- I fJZ ax av (2. 16) 
Kemudian. dengan menggunakan Persamaan (2.11 ). (2.13). (2.16) dan persamaan Cauchy-
Riemann akan dipcrolch kecepatan kompleks W, sebagai berikut : 
ar 
az 
ii<l> • (}'jl 




Yang menjodi rnasaluh utama bahwa kejadian dalam aliran tluida ideal dua-dimensi 
akan menjadi sulit adalah untuk mcndapatkan potensial kompleks dalam bidang-Z. Salah 
satu cara untuk mcndupatkan pcndd..atan masalah adalah dcngan memetakan bidang-Z atas 
bidang-t dan usaha untu~ mcndapat~an potensial kompleks dalam bidang-t. Andaikan 
potensial komplc~~ dalam bidang-Z adalah Y(Z) dan andaikan potensial kompleks dalam 
bidang-t adalah ~(t). dimana pcmctaan dari bidang-t ke bidang-Z didelinisikan oleh: 
Z = O(t). (2.18) 
rnaka hubungan antara dua potcnsial kompleks ada lah sebagai berikut 
<;<t> = r(n(t)). (2.19) 
Judi . j ika pcrnctaan dari bidang-Z ke bidang-t dipi lih dengan tepat, maka potcn~ial 
kompkks d<t lam bidang-t dupat dipcrolch dcngan mudah. Potcnsia l kompleks dalam 
bidung-1. dapat dipcrolch dcngon mcnggunakan Pcrsamaan (2.1 8) dan (2.1 9). 
Transtormosi Schwartz-ChristofTcl adalah transtormasi dari batas beberaptl 
poligon sedcrhana dalam bidang-Z ke dalam sumbu riel bidang-L yaitu bagian atas dari 
bidang paruh (Gambar 2. 1 ). olch suatu pcrnctaan konformal (transforrnas i). Hal ini 
menimbulkan in~pirasi untuk mcncrapkan transformasi Schwanz-Chri stofTel dalam 
mcn~cksaikan masalah aliran pcrmukaan bcbas. 
I, 
Gam bar 2.1 : Gagian atas bidang paruh-t 
10 
Untuk mcnggunakan lranslbrmasi Schwartz-Christoffel ini gerakan pola aliran 
nuida dulum poligon a~an dilransformasikan kc dalam sua1u pola aliran tluida yang 
bcrscsuaian pada bagian alas bidang paruh. 
Selanjutn~a. dcngan mcnggunakan 1ransformasi dari bidang-t ke bidang-Z ~ang cara 
dan nola~in)a mirip sama )Sng digunakan olch Milne-Thomson (1968). Adapun 
transfonnasi dari bag ian atas bidang paruh-1 ke bidang-Z diberikan sebagai beri~ut: 
dL ll ·I i;~ ' o. 
dt = A<l>(l)(l - 11) ' (1 - 1,)' ........ (1 - t,) ' (2.20) 
dimana (])(I) adalah ~uatu f1• ngsi analilik pada bagian atas bidang paruh-t dengan 
p~ng~:cual ian bagian sumbu ri~l bcrlaku syarat ~Hc(t) < 11 dan 91e(t) > 1,. Tilik-litik 11, 12 • 
...• 111 adalah riel (n 1i1ik pada surnbu riel pada bidang-t) dengan lt<t2< ... <t.,. 
Gam bar 2.2 : Bidang-Z 
Gambar 2.2 mcnggambarkan skctsa bidang-Z. Untuk lcbih tcpatnya digunakan logariuna 
na1Ural dalam Pcr~ammtn (2.20). schingga Pcrsamaan (2.20) dapal ditulis dengan 
II 
( dZ ) " [e l In - = ln(A) + Inct>(t) + L ...!- 1 ln(t-t,). 01 0 1 II (2.2 1) 
Bagian irnajiner dari Persarnaan (2.21) dapat digunakan untuk rnenghubungkan gam bar rua~ 
garis dt pada surnbu riel bidang-t kc ruas garis dZ dalarn bidang-Z sebagai berikut : 
• r o 1 
arg(dZ) = arg(dt) - arg(A) +arg(<l>(t)) + I ...!_ I arg(t-t,). 
,-a L. n .-~ 
(2.22) 
Seperti nilai I :raitu pada tili~·titi~ t, . t, dan t,., rnaka nilai-nilai variabel kompleks yang 
bersesuaian ma>ing - masing adalah 7..{ t, 1 ). Zf.. t.) dan Z( t,. 1) . 
Selanjutnya, dikena l sudut 0. yaitu sudut yang dibentuk oleh ruas garis dZ dengan 
surnbu riel posit if dan naiknya dibcrikan oleh p • i = n + S(t, ), dimana arg( dZ) = 13; pada 
11 1 < I < t, dan arg(d7,) 13;.1 pada 11 < I < t,., Oleh karena nilai arg(t - t,) berk urang n 
seperti nilai t m~:lalui titik 1, maka uiperoleh [3;.1 =13: - n( ~ -1} yang secara tepa! dapa1 
ditu li s sebagai bcriku t: 
o , r-
...! 1-= -- O{t, .1) 
II 1! 
oct,> (2.23) 
-Oleh karcna itu. Persarnaan (2.21) dapat din1lis kcrnbali dengan syarat 0 . yaitu: 
( 
) 
n d/. I - - ~ 
In ....:. - ln(A) + In(ct>(t)) - - L [ 9<t,., ) - 9(t.)jln(t - t,) 
\ dt n. I 
·-
(2.2-1) 
pada saat titik-titik t1.t, •.... t. membentuk kurva tenutup. maka dapat dianggap 0 sebagai 
fungsi )ang kontinu dan tcrdiH:rensia l dan dcngan menggunakan nilai rata-rata dapat ditulis: 
o(t,. ~) -e(t , J = (t.,, t,Jo·c~>. l,< 'Y? < t,_, . (2.25) 
Karena n > oo dun t1 bag ian dari interval [a. b) pada sumbu riel-t maka 
12 
( 1,.1 - t) -t 0. dcngan mcnggunakan o:kspresi dalam Riemann. diperoleh : 
(2.26) 
clanjutn}a Pcrsamaan (2.24) diubah kc dalam bemuk integral. sehingga dipcrolch 
pc~maan sebagai bcril.ut: 
( d/. ) I r-
'" - · ln(A)+ In(<l>(t))-- ll'(fl)ln(t - t])dt] ~ dt 11 (2.27) 
atau cquivalen dcngan : 
- :o ,\<J>( t)cxp - - fo'(ll)ln(t •1ld'l . dZ l I ] dl 11 •• (2.28) 
Dalam Persomaan (2.28). 0('1) mcrupakan tangen sudut yang dibuat oleh kurva mulus 
dalw11 bidang-Z di titik dimana 1 = 11 + iO . Pcrsamaan (2.28) adalah transformasi Schwartz-
Christoffel dan dengan pcmil ihan <I>(L) dari (t -s, )~ 1 •• (1- sJ~·' ..... (t - s.}':-•. dim::ma 
s .s, ..... ;, E (a. b]. kemudian bagian atas bidang paruh-t ditransformasikan pada daerah 
yang dibatasi poligon dan kurva mulus. Pcrsamaan (2.28) tidak dapat digunakan secara 
langsung untuk mcmetakan bagian ata.s bidang paruh pada daerah lengkap bidang-Z scbagai 
0 = 0('1) ~ang tidal. dil.ctahui sampai pcmctaan )Ung telah dikonstruksi. Ketunggalan 
persamaan (2.28) muncul dalam masalah aliran permukan bebas jika kurva permukaan 
bcbas tidak diketahui dalam bidang-Z. tetapi dengan mcnggunakan transfom1asi umum 




PENYUSUNAN MODEL MA TEMA TIKA 
BAH Ill 
PEi\'YUSUNAN MODEL MATEMATlKA 
Pada pcnclitian ini disclidiki pengaruh gravitasi dan tegangan permukaan . aliran 
Ouida dimensi-dua. tuna~. tak-kcntal. tak-mampu-mampat dan tak-berputar di atas 
penghalang dalam >.aluran. Pada ujung hulu dari pcnghalang. aliran seragam dengan laju U 
dan kedalaman fluida adalah H dan aliran horisontal pada arah sumbu X positif. Dcngan 
penghalang dimulai pada X - 0 dan fungsi yang diketahui Y = f(X) hingga tinggi 
penghalang ll,p dan pada ><tUt da~ar pcnnukaan saluran tetap horisontal. Pada penelitian ini 
al iran flu idanya ditunjukkan pada Gambar 3.1. 
y 
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A E B t il, c F D 
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rL, 
Gam bar 3. 1: Bidang fisis untuk aliran di pennukaan bebas 




Da>ar dari salurnn i\1:1 dan CD horisomaL BC adalah suatu fungsi yang diberikan 
dan permukaan bcba~ lapisan atas adalah A'D'. Pada dasar saluran. fungsi aliran 'I' dipi lih 
untuk 'I' = 0. dimana pcrmul..aan bebas ;\ 'D' diberikan 'I' = Q = Ht;~ . 
Dit~mpatkan sistcm koordinat ~=X + iY dengan panjang AB pada sumbu X. 
dimana oumbu Y ukuran •cnikal naik dan pu-at sumbu sistem koordinat adalah titik dimana 
penghalang pada da-ar <mluran pcnama menyimpang dari sumbu horizontal. Anggapan di 
atas mcmbolchkan untuk dapat memasukkan kecepatan potensial ill dan fungsi aliran 'I' 
sehingga keccpatan poten~ial kompleks Y = ill + i'f' ana lisisnya dalam daerah yang 
ditcmpati olch nuida. Sckarang digunakan pcrsamaan Bernoull i pada pcrmukaan bcbas 
A' D' untuk pcnnu kuan beba~ dinamik kondisi batas dan diperoleh : 
u' T ul 
- ' + gY, p = gi l +-· 2 2 
(3 . 1) 
dS/dO 
a tau 
U' !(dO ) ~ ... gY 2 I P , ds 
H u~ g + 
2 
(3.2) 
dcngan Y1 adalah tinggi mul..a pcmlUkaan bebas. Ur kecepatan fluida pada permukaan bebas. 
g besarnya pcrccpatan gravitasi. U. adalah kecepatan fluida ujung hulu penghalang. I 
adalah tcgangan permukaan (non negatif) yang bersinggungan di atas permukaan bebas. dS 
adalah sedikit pcrlua"'n panjang pancaran pada permukaan bebas ) ang sesuai dengan 
tegangan permukaan. dan dO adalah pcrubahan sudut yang dibentuk oleh pcrmukaan bebas 
dengan ~umbu hori1ontal X }ang ;e;uai dengan tegangan pcrmukaan. 
Sclanjutnyal'crsamaan (3.2) dapat ditu lis sebagai berikut. 
2(1 y,. ) ., (de) u,. = 1 1 , + - Wc -





u, = lf adaluh keccpatan lluida tak berdim~nsi di permukaan bebas. 
• 
v 
. r adalah tinggi ali ran Ouida ta~ berdimensi di pennukaan bebas. 
l; 
Fr = J g;l adalah bilangan Froude di bagian hulu, 
'( We = - , adalah bilangan Weber, 
Fr· 





adalah panjang kurva tak bcrdimensi baik di pennukaan bebas 







Sclunjutnya untuk pcnyclcsaian masalah aliran fluida permukaan bcbas di utus 
pt:nghalang dalam saluran di bawah pengaruh gravita.si dan tegangan pcrmukaan. digunakan 
dc lini>i hubungan antaru potcnsial kompleks r dan keccpatan kompleks W, yaitu: 
atau 
w .. u iv = ur IUic .. 
dZ -
dr 
- =tU1c " dl ~ 
{3. 1 0) 
(3.11) 
dcngan 1!11 adalah kecepatan fluida pada beberapa titik dalam daerah aliran. u adalah 
komponen hori.:ontal dari vektor keccpatan Ouida. v adalah komponen venikal dari vektor 
kcccpatan lluida dan 9 mc"akili dacrah aliran pada titik ini yaitu sudut yang dibuat antara 
perrnukaan bcbas dengan sumbu-X positif. Sclanjutnya. definisi diatas diaplikasikan pada 
aliran fluida di pcnnukaan bcbas dan pada setiap sisi kanan dan sisi kiri dari l'ersamaan 
(3 .5) dib<~gi dengan U, dan kcmudian dilogaritmakan, diperoleh : 
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O • ln - - ; iO ( 1 dr) u dl. (3. 12) 
'I' 
A' t(<l>) D' 'I' =q 'I' = Q 
0 0 0 -= [3(<1>) l'l=O '1' = 0 
-----~~-------4--~~----------+ <1> 
A B C D 
Gambar 3.2: 13 idang-w 
9- 0 Tl 
B c D' A' 
Gam bar 3.3 : Bidang-t 
dengan • = In(~:) dan ;.!l. :: adalah fungsi analitik pada bidang-w (Gam bar 3.2). 
Sudut dasar dari saluran ) ang dihuat dengan sumbu-X posit if adalah f3 ditunjukkan pada 
Gam bar 3.1. adalah ~ w arc f3= arctan ( f'(x )) . 
Sclanjutnya. dilran~lormasikan bidang tak-tcrbatas. yang ada pada dalam bidang-w. 
ke- bagian atas bidang paruh t, dimana 1 = '1 "'" i~. Adapun transfonnasinya adalah 
'(.; 
l = - e c 
17 
(3.13) 
Masalahnya sc~arang adnlnh bagaimana mcngurangi tingkat kesulitan yang ada pada bidang-
w kc pcnna~alahan satu-dimensi dalam bidang-t (Gambar 3.3). Sclanjutnya diaplikasikan 
rna~lah Riemann-Hilbert dalarn bidang-t untuk mendapatkan masalah nilai batas campuran 
Riemann·llilbcrt. dimana ~eadaan batas pada sumbu riel '1 dari bidang-t diberikan oleh: 
pada AB{11< 1). :lrn(n(.,)) = O (3.14) 
pada OC( - I <11 < t.). :lrn ( 0('1)} = -P (3 .15) 
pada CD(t, q <0). ~m(n('l)) = 0 (3. 16) 
pada D'A'(Oq <co). ~11c(0(11))=<(11)· (3.17) 
Menurut Muskhclbhvi lli (1953), pcnyclcsaian dari 0 dapat dipcro lch melalui penyelesaian 
umum Riemann - II ilbcrt. ya itu dalam bentuk : 
(3. 18) 
dcngan X(t) - .[:i adalah pcnyelcsaian homogen dari O(t) pada saat bagian riel 91e(O). 
don bagian imajiner :lm(O) sama dengan nol pada sumbu riel 11· Pada saat t mendckati 




Digunakan Nilai Utama Cauchy dan mcngganti t dengan 11o kemudian bagian riel dan 
imajiner dari n(.,. ) dapat dipisahkan dan masing-masing dapat ditu lis dcngan 1(11. ) dan 




dimana bagian imajiner 0(TJ0 ) adalah sudut yang dibentuk oleh pennukaan bebas A 'D' 
dengan garis horitontal dan dibcril..an oleh 
(3.22) 
Selanjutn) a. ditunjukkan jarak tanpa-dimcnsi dari dasar pennukaan dan penampang 
pennukaan b~bas. Karcna illl. digunakan Persamaan (3.13) dan diperoleh persamaan sebagai 
berikut: 
d~ dt . dq ' - - ds padn r, dan I , 
dt ds • 
(3.23) 
yang mana 1'1 adalah dasar >A iurun. termasuk pcnghalangnya. AD. sedangkan L' 2 uda l~th 
penampang pcrmukaan bcbas A' D'. Kecepatan aliran lluida ke arah horisolllal dibcrikun 
oleh pcr~amaan 
d(9(s)) = u(s). 
d~ (3.24) 
~chingga kalau Persamaan (3.24) ini disclcsaikan diperoleh persamaan sebagai berikut: 
~(s) ~ +f. u(/) dl (3.25) 
dengan nilai fung~i potensial pada titik E dan N sama dengan t r . Kemudian Pcrsamaan 
(3.23) so:lanjutnya disclc.aikan pada batas r, dan r, . diperoleh 
it ' O(o) ( ) o.h1 = - c • u s d> pad a I 1 q (3.26) 
lt -'4(•) ( ) df1 = --c ' u 5 ds pada r,. 
q (3.27) 
Juga dikctahui dari trigonomctri bahwa: 
19 
dan 
d~ (' l\ 
-= 05<7 ds 
d) SinO. 
ds 
Oleh karcna itu. koordinat dari pennukaan bebas dapat din)'atakan dengan 
dan 
dengan x, dan y, adalah koordinat dari titik t • 
Persomaan (3.21) dan (3.22) dalam bidang fisis dapat ditulis kern bali menjadi 
~.(s) =In( -*.2) 
= J- 'l•(s) f J -P(t) c ~OJil u.(t)dl 
q L I' J - 11,(1) [ .,.(!)- '1.( s) J 
- J t r(ll e -' .. (I) u,(f) d/]. S E f
1 
1 JIJ,(l) [ 11,(1} - 11.(s)] 
e(~) = f.l.Nf J ; P(t) e_.._.11 u.(t)d/ 
q J-11,(/) ~ 'l.(t) - IJ,(s)] 
dengan 
• 0,(1) 










( ) :•l i t 11, I ~ padn r : . (3.35) 






-1. 1 • .\1ctode .\'umcrik 
BAB IV 
1'•: .\'YELESAIAN NUMERIK 
Bcrikut akan di,clesaikan pcrsamaan integral batas non linier dari masalah aliran 
tluida pcrmukaan bcba.-, di atas pcnghalang di ba" ah pengaruh gravitasi dan tegangan 
permukaan menggunakan rnetodc numerik. yaitu umuk mernperoleh pen) clesaian nurnerik 
• .(1) pada dasar pcrrnukaan dari r, dan 6(s) pada permukaan bebas r, . Untuk 
mcnggarnbarkan in terval dasar ~a luron digunakan persamaan, 
(4. 1) 
dengan 
y' (x) e tun f3 (4 .2) 
dan P adalah sudut dasar sa lu ran yang dibcnn1k dcngan garis horizontal dalam bidang tisis. 
Juga diketahui bahwa: 
ds0 = J[l +tan(l3., - l)tan(f3,. - I)] t.x (4.3) 
dengan i = I. 2 ... .. n. 
Tel-nil.. integral bata~ (611) digunakan umuk rnernperoleh pcnyclesaian persamaan 
non-linear (3.32). Hal ini dapat dicapai mengingat Persamaan (3.32) dapat diubah mcnjadi 
dua bag ian. ) aitu : 
J - 11.(5) J -[3(/) 
q , J-T"J.(i)( T"J,.(I) 
dan 
-'+t(l) 
c ' u,(l)d/. 




Untuk mcnyederhanal..ann}a ditulis mcnjadi : 
(4.6) 
K~mudian Pcr..amaan (3.34) disubstitusikan ke dalam Pem)ataan (4.4). schingga diperoleh 




r _ [3{1) fl.(/) u,(t) 
• - J-r"t,,(/) [11,(/) - 11,(s)] (4.8) 
Pcrnyataun (4.7) dapm digubungkan dalam persamaan 
(4.9) 
Dalam urutun penyclcsaian Pcrsamaan (4 .9). digunakan rumus Gaussian dua-ruas dan 
Persamaan (4.9) <.l<tpat ditulis scbagai 
(4.1 0) 
dcngan 
r,. i = l.2, ...• n - l (4.11) 
i = 1.2 ..... n -I. (4.12) 
Nilai dari p;. p;. u,. dan u,. diperoleh dengan menggunakan interpolasi polinomial 
Lagrange. )'aitu : 
~~; (/,; - 1-:)(1,; l}f:\, 1 + (i< -1)(1,; + 1)13, 




i ~ 1.3.5 ..... 11 - I 
f( (1.;-1..')(1.; I}P,.JI.; 1)(1..; +1)13, 
2(1+1.') (1: +I)().' -I) 
(i,; ... I)(A.; 1..')13,. 
2(1-1.') i = 1.3.5 ..... 11 - I 
i = 1,3. 5 .... , n - I 
(1.;-1: )(1.; l)u,, , (1.;- l}(f.; + l)ub; 
u
2
" - 2(1+1:) + (1: +1)("-' - 1) 
(A.;+ 1)(1.; A.' ) u ~., . , _ 
I 2 { l /_') . I = l . .>,) .. ..• n- 1 
( lt \ 
t,. = - .:11.p1-~,. 
\ q ) 
dimana ~ • dan <>:• dipcroleh mcnggunal.an interpolasi polinomial Lagrange. yaitu : 
(A.; t l)(l.; -1.' )~,.,., . 










('.; /..' )(1.; - I )9,, 1 (1.; - I) (i.; + I )9bo 
.P,. ... 2(1.- >.:) - (i: + l}(i: - I) 
(i.;+ l)(t.: - q.p,, . . 
- ( ') . t - I.J.) ..... n - 1 2 1- i. 
~..; -o.57735 
i.; 0.57735 
/..' = - I + 2d~, , i = I. 3, 5, .... n - I . 
( d,,, t ds1, , ) 
Selanjutnya. digabungkan Pcmyut11an (4.5) dan pada definisi: 
diketahui .iugu bahwa 
J - rJ,(s) J f, d/ 
q r, 
dcngan I~ adalah : 
f, = t f, dl 
dan 
d'• = j1 - tan (a., ) tan ( u.,_,) Ax. i - I, 2 ..... n . 
Penyelesaian numerik i>crsamaan (-1.26) dibcrikan oleh: 












1.2,3. ... ,n - I (4.29) 
(4.30) 
;\ilai t,. t , . u 11 dan u, dipcrolch menggunakan imerpolasi polinomial Lagrange. yaitu : 
(4.3 1) 
(4.32) 
(i.; •1)(1 . ' - /,;}u,,., . _ 
+ ( ') . o = 1.3.~ ..... n - l 2 1- 1., (4.33) 
(l.;+ l)(i.; i.;)u,.., 





dimana 9., dan c>, dipcroleh dcngan menggunakan intcrpolasi Lagrange : 
dan 
(1.; +l)(t.;-J.; )c> •. , 
2(1 1.; ) 
).; + I }(1.; - 1.;. )¢11 , 
2(1 - ).; 
i = U.S ..... n- 1 
i = l,3. 5 .... ,n - l 
, • 1 2ds, , .. , • - + . 
( dsr, + d:."'') i = 1,3,5 ..... n - I 






Karena keccpatan dari pcrmukaan bebas ujung hilir penghalang adalah konstan. TJ(n) dalam 
l'ersamaan (4.25) dapat diasurn>il..an konstan. Sclanjumya untuk pcnyelesaian integral: 
I d1') (4.41 ) 
digunakan pendcJ..ntan analitik. Penyelesaian Integral (-t.41 ) dapat dipcroleh dcngan rumus 
integral berikut ini: 
J 
I • I = dx 
Jax' + b(cx' i d) (4.42) 
dimana a. b. c dan d konstan .. Jika D - c(bc-ad) < 0. maka penyelesaian Pcrsamaan Integral 
(4.42) diberikan olch : 
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I = - arctan ., ( c (ax· +b)) 
Jc(:all be) (ad be) (4.43) 
dimanajika 0 > 0 pcnyelcsaian dibcrikan olch : 
1 Jc(a,'+b)-J(bc-ad) 
In . 
Jc(bc-ad} c(ax' -b)-J(bc-ad) (4.44) 
Persarn:aan (4.42) scl.amng digunakan untuk menyelcsaikan Persamaan (4.25). yaitu suku 
k<!dua pada sisi scbelah knnan. dengan kcadaan a = I. b = 0. c = I dan d = - TJ.(s). Jil.a 
'1.( s) < 0. rnaka d ipcrolch : 
J- ,.(s) ( ) r" I d -
t, n J, 'lr -
11 ' J, ,(t)[ll,(l)- 'l,(s)] 
l" ) 11.(5) . (4.45) 
Jika didetinisikan : 
t 1, = t.(i). i • 1. 2.3... .. n-l (4.46) 
maka iterasi bcril.ut pada kcccpatan nuida di dasar saluran diberikan oleh : 
u~ ,. cxp(t,.). i = 1.2.3. .... n - I. {4.47) 
Pen}elesaian numcrik pcnnul.aan bebas dari 9(/) pada r, digunakan Persamaan 





c ' u,(i}d/ . 
'1, ( s) - (4.49) 
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Dcngan menggunakan Persamaan (4.6) dalam Pemyataan (4.48) dan ~cmudian 




d~ngun f~ dibcrikan oleh : 
r; = tX I) '1,(/ u.{l) 
- '1.(1)[ 11.(1} 'l,(s)J (4.51) 
"-cmudian digabungkan Pem)ataan (4.50) dalam bentuk : 
(4.52) 
Untuk penyelesaian Persamaan (4.52) digunakan rumus Gaussian dua-suku. ,~h ingga 
Pcrsumaan ( 4.52) menjadi : 
(4.53i 
dcngan 
r• 13; ' •• u,, 
... r;-




dimana semua nilai yang muncul dalam pcrsamaan ini diberikan dalam J>ersamaan (4.13)-
(-1.23). 
Selanjutnya. digabungkan Pem)ataan (-1.49} dengan definisi berikut: 
r· f 
t,(l) c - 'O,fll u,(l) 
J11r(/)L llr(i) - 111( s) J 
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(4.56) 
dan ~clanjutnyan dipcroleh : 
.{r1;W f." t 1{ n) d 
• n ' JTJ,{l) [TJ~l)-TJ,(s)~ 11' 
dcngan r; dibcrikan oleh pcrn)ataan : 
lJntuk menggambarkan Pcrsamaan (4.58) diberikan oleh: 
dcngan 
dan 
'n· 1 ·• _ If + 11 , • _ .., -r t,. di - (dso+dsr,, ,). 1- l ,.>. ) • .... n- 1 ( '.• r·· ) 




)t,,. (t, • .. ) 






dimanu ~mua nilai )3ng muncul dalam persamaan ini diberikan dalum Persamaan (4.31 )-
(4.40). Untuk pcn)clc~ian ~uku kc dua pada sisi sebelah kanan Persamaan (4.57) pada ~aat 
TJ,(s) > 0. digunakan Pcrsamaan (4.42) dengan keadaan nilai a= I. b ~ 0. c - I dan 
d = - TJ,(s). Juga dikctahui bah"a: 
Pcr$amuan (3.33) dapat ditu lis: 
O{i)= l10 , i 1.2.L .. n- 1. (4.63) 
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Untuk mcnyele~aikan Pcrsamaan (3.30) dan (3.31). digunakan kaidah Trapctoida. yuitu: 
Cos(Pro 1 ) + Cos(P .. ) 
'ro-1 r 2 ds6 • i = 1.2.3 .... . n (4.6-1) 
, _ . Sin (I\ 1 ) - Sin (P,.) d 
,; d- }fi a+ 2 sli. i 1.2.3 ..... n. (4.65) 
Oalam prose; itcro;i numcril... Pcrsamaan (3.36) dapat ditulis dalam bentuk : 
t 0 = ln(u.). i = 1.2.3 ..... n (4.66) 
dimana 
1(1- v) 
I - ' 0 · - 113 Ur, • f , , I - . - · , .•. ~0 r: r· (4.67) 
dcngan Fr ada lah bilangon Froudc di bagian hulu. Juga diketahui bahwa k..:cepman di 
permukaan bcbas. yaitu : 





dcngan y, ada lah tinggi pcnampang permukaan bcbas dua-dimensi.dl3, dan ds ma:.ing· 
ma:.ing adalah t:unbahan difcrcnsial dari sudut yang dibentuk oleh permukaan bcbas dengan 
sumbu horitontal X dan panjang tanpa-d imcnsi permukaan bebas. 
4.2. Teknik lterasi Numerik 
Pcn)elesaian dari l'crsamaan (3.25)-(3.33) dengan mcn.:rapkan suatu proscdur 
numerik yang mirip -;epcni yang telah digunakan olch Widodo (I 998) sebagai bcrikut: 
1. Bagilah jaringan titik-titik pada dasar saluran r . asumsikan suatu inisial pcnampang 
permukaan bcbas I ~ . 
2. Asumsikan inisiullaju fi uida u;(s), yaitu U~ pada dasar saluran AB dan inisial laju 
fiu ida u((s).yailll U, pada pcrmukaan bebas A 'D' dengan keadaan awal n =O. 
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3. l.aju tluida u,"(s) pada pcnnukaan bcbas r, dihitung dengan menggunakan Pcrsamaan 
(3.36). ~cmudinn ~cccpatan potcnsial ~·(s) pada r dan r, dihitung d~ngan 
mcnggunakan Pcr,amnan (3.25) . 
.t . Pada pcnsubstitusian nilai p. u,•(;,) dan f(s) ke dalam ruas kanan Persamaan (3.32) 
dan (3.33) diperolch tabiran baru untuk laju fluida u:"(s) pada dasar saluran dan sudut 
)ang dibentuk olch pem1Ukaan bebas dengan horizontal fr'(s). 
5. Gunakan Persamaan (3.30) dan (3.3 I). maka didapatkan taksiran baru untuk penampang 
permukaan bcbas. 
Ulangi tahap (3) sampai dengan (5) hingga kcccpatan potensial f(s) pada pcm1ukaan 
bebas konvcrgcn ke da lam bcherupa batas yang ditentukan. 
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BABV 
KONVERGENSI, STABILITAS DAN 
ESTIMASI KESALAHAN DARI 
PENYELESAIAN NUMERIK 
BABV 
KO~VERGENSI , STADILTTAS UA.I'>I ESTIMASI KESALAHAN DARI 
J>F.NYELESAIAN NUMERJK 
5. I. Konvcrgensi Pcnyclcsaian Numcrik 
Pada bagian ini dibuktikan konvcrgensi dari penyelesaian numcrik. vntuk 
mencocoJ..lan lihat Gambar 3.1. Oiambil titik A dan A· sebagai sumber koordinat potcnsial 
kccepatan dan koordinat pancaran. Kecepatan Ouida dan potensial kecepatan pada garis 
ali ran (streamline~) A I) bcnurut-turut dinilis sebagai ub( s) dan <ll.(s). sedangkan pad a 
A' D' benurut-turut ditulis u1(s) dan <!lr(s). Kecepatan tluida sepanjang dasar saluran 
u,(s) dan pada pcrmukaan bcbas u,(s) adalah fimgsi-fungsi potensial yang dalam 
pcrtu"uran fungs i jarok scpanjang panjang garis aliran s. Jadi dapat ditegaskan bahwa 
kecepatan tluida ada lah : 
u,(s) = u, ( Ms).~, (s)). 
u,(~) = u, ( <llb(s ).~, ( >)). 
pada dasar saluran 
pada pcrmukan bebas 
(5.1) 
(5.2) 
Pada pcngimegralan Pcrsamaan (5.1) dan (5.2) . potensial kecepatan sepanjang dasar 
saluran dan scpanjang permukaan bebas masing - masing dapat dituliskan sebagai berikut: 
q.(ll t, + [ u,(9.{~).f1(s)) ds. 
o,(l)=o, + [u.(,,(s) .... (s))d~. 
(5.3) 
(5.4) 
dimana Lb adalah panjang dasar >aluran r dari titik E ke titik F. oleh karena L, adalah 
panjang pcrmukaun bebas r, dari titik N sarnpai M. Ujung hulu (hilir) penghalang a I iran 
Ouida adalah scragam dan tak ada komponen kccepatan flu ida vertikal. yaitu : = 0 dan 
untuk itu Q adalah tnk bcbas untuk y. Jodi j ika titik E dan N (F dan M) adalah cukup jauh 
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dari ujung penghalang dan j iko diarnbil1i1ik N (M) rnenjadi vertikal di alas E (F). rnaka nilai 
po1cnsial ~ccepatnn tili~ E (N) dan F (M) mungkin sama. 
Juga diasurnsi~an bahwa u •. u, , ~ dan oilr adalah kominu sccara bersama-sarna 
dan fungsi 'C~Ior: 
(5.5) 
(5.6) 
adalah clcmcn ruang dirncn:.i-dua. yaitu i '. Pada i ' . Persamaan (5.3) dan (5.4) ditulis 
sebagai berikul : 
Wl=f + tu(cl>bl)ds. 0 ~ I ~ L (5.7) 
dirnana <I>' aclalnh salah satu dari cl>r atau <!>, . 
Andaikan bahwa u(cl> (s )) mcmcnuhi kcad~an Lipshi tz: 
lu(Q) - u(<J>'ll < Mlc!>- <Ill (5.8) 
dirnana M adalah konMan!a posili f dan ci>, ci>' E j 1 dan didefin isikan operator A' adalah : 
0~1 ~ L. (5.9) 
Jika9(/)dan u(l) ~Ontinu ~ecara bcrsarna-sama. maka daerah vektor disebut sebagai C1 
dipcroleh den£an mendcfinisi~an nurma : 
(5.10) 
dirnana L, adalah konsranta posit if. Dari Persamaan (5.8) dan (5.10) diperoleh: 
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(5.11) 
Oengan mcngambil L, • ~I" dan p' = 1- e-L' diperoleh: 
(5.12) 
dimana 0 < p' < 1. 
Ambi l ~{!) pcn)cbaian pcrsamaan intej,'Till batas (3.25) dan teknik itera~i 
numcrik dapat ditul is dalam bcntuk: 
~.(/) '" i\ '4>""'(1), n - I. 2. 3, ... (5. 13) 
c.lan 4>(1} merncnuhi persamnan : 
--- (5. 14) 




L ntuk p• < I . mal. a : 
lim lo• -<>I= 0. 
·-· 
(5.17) 
Hal ini b<.:rani bah" a tcknik iterasi numcrik konvergen. 
5.2. Stabilihts J>enyclcsaia n Numcrik 
Sctclah iterasi ke-n. penyelcsaian pcndekatan tanpa ada kesalahan (error) secam 
numcrik dapat ditcga,kan ~cbaga i ¢"(!} dan penyelesaian pendekatan dengan suatu 
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kesalahan >ecara numcriJ.. ditunjukkan olch %8(1) dan untuk itu kesalahan diberikan olch 
~::( /) = ~·( /) - ~( /) 0 Oalarn itcr~i numcriko sctiap iterasi mengandung kcsalahan meskipun 
;angat kecil. Scbagai pcnimbangan dimisalkan bahwa ada kesalahan numerik dalam iterasi 
penama scbagai berikut : 
Oleh J..arcna ituo 
c;(t) o,(l) ~(/) 0 
Jika operator A 0 berlaku pada kedua ruas Pcrsamaan (5018) dengan baiko maka 
&:( t) = A 0 f:;(l}o 
Kar~na itu didapatkan pcrsamaan pcrambatan kcsalahan : 
<(I) A o,_, f:;(t) o 
Sclanjutnya dipcro lch 
lintuk 0 < p < I 0 tcl.nik itcrasi numerik adalah stabil. 






~tisalkan b:th\\a pada itcra.,i ke-n terdapat J..esalahan &:(t) yang melibatkan variasi 
kesalahano ;cpeni kc~lahan pembulatan pada komputer dan pcngintcgralan numerik dan 
juga variabcl yang tidak dikctahui. Bagaimanapunjuga terdapat estimasi kuantitaS, yaitu: 
,lc:,u>ll so 0 n • uo 3.. 0 (5o23) 
dimana <5 > 0 o Selanju tnya dulam melakukan perhitungan pendekatan yang benar diperoleh: 
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(5.24) 
Pcmyataan (5.12) dan (5.2-1) rncn)atakan bahwa didapat pendekatan : 
(5.25) 





l i mll~-8 ''(1) -cl•ll S - 0- . 
JH• 1- p• (5.28) 
Dalam sctiap iterasi. j iko kcsalahan adalah kcc il. perbedaan antara penyelesaian numerik dan 
pcnyelesaian eksak akan mcnjadi kcci l. Jadi kctelitian penyelesaian numerik dapat dengan 
mudah dikontrol dan dipcrbaiki. 
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BAB VI 
KESIMPULAN DAN SARAN 
6.1. Kesimpulan 
BAB VI 
KESIMI'ULM DAN SARAN 
Pada pengcmbangan mctodc integral-batas untuk masalah aliran nuida di pem1Ukaan 
bebas dua dirnensi. tumt~. tak-kcnwl dan tak-berputar diatas penghalang. dalarn suatu 
saluran terbuka diba"ah pcngaruh gravitasi dan tegangan permukaan. diperoleh kesimpulan 
bahwa pcn)clc.aian numcrik dengan mcnggunakan Boundary Integral Technic ( BIT ) 
adalah konvergcn . serta stabil. Estimasi kcsalahan dalam setiap iterasi ,jika nil ai 
kesalahannya ada lah kcc il. pcrbcdaan antara pcnyelesaian numerik dan penyelesaiaan eksal--
akan menjadi kccil. Jadi kctcl itian r cnyclcsaiaan numerik dapat dengan mudah dikontrol dan 
diperba ik i. 
6.2. Sarun 
l'enelitian yang di lakuknn in i hanya bersiti!l analitis dan numerik. yaitu mcnyu:.un 
model matcmatika dengan mcnggunakan rumus-rumus yang ada. Oleh karena itu. 
disaran"an barang J...ali ada penclitian berikut yang mengcmbangkan penelitian ini dcngan 
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